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Zweifaktorielle Versuche mit Wechselwirkung

Das Modell einer zweifaktoriellen Varianzanalyse mit
Wechselwirkung sieht folgendermaßen aus:

xijk = µ+ αi + βj + (αβ)ij + eijk

xijk . . . Beobachtung k bei Stufe αi des Faktors A im Block βj
k = 1, . . . , n

µ . . . Gesamtmittel

αi . . . Effekt der i-ten Stufe des Faktors A i = 1, . . . , a

βj . . . Effekt der j-ten Stufe des Faktors B j = 1, . . . , b

(αβ)ij . . . Wechselwirkungseffekt bei der Stufe αi des Faktors A
und bei der Stufe βj des Faktors B

eijk . . . Fehlerterm bei der Wiederholung k der Stufe αi
des Faktors A und der Stufe βj des Faktors B
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Abweichungsquadratsummen in zweifaktoriellen
Versuchen mit Wechselwirkung

Die Abweichungsquadratsumme für einen balancierten Versuch kann wie folgt
berechnet werden:

SSAB = n
a∑
i=1

b∑
j=1

(x̄ij. − x̄i.. − x̄.j. + x̄...)
2.

mit (a− 1)(b− 1) Freiheitsgraden für die Wechselwirkung.

The Abweichungsquadratsumme für den Fehler ergibt sich aus

SSE =

a∑
i=1

b∑
j=1

n∑
k=1

(xijk − x̄ij.)
2.

mit ab(n− 1) Freiheitsgraden.

Ist die Anzahl der Wiederholungen n = 1 ist, dann gilt

I x̄ij. ist für jede Kombination von Faktorstufen gleich xij1.

I die Freiheitsgrade für die Fehler - Abweichungsquadratsumme werden 0.

I MSE = SSE
dfE

die Fehlervarianz kann nicht bestimmt werden.

In der Folge dient das Durchschnittsquadrat der Wechselwirkung

(MSAB = SSAB
dfAB

) als Fehlerterm für den Test der Hauptwirkungen.
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Modelle mit nicht-linearer Wechselwirkung

Tukey’s [14] Block Modell mit Wechselwirkung:

yij = µ+ αi + βj + λ× αi × βj + eij

λ . . . Wechselwirkungsparameter

Block Modell von Johnson and Graybill [4]:

yij = µ+ αi + βj + Φ× ξi × ηj + eij

Annahmen:∑a
i=1 ξi = 0,

∑b
j=1 ηj = 0,

∑a
i=1 ξ

2
i = 1,

∑b
j=1 η

2
j = 1

Mandel’s Block Modell [6]:

yij = µ+ αi + βj + γi × βj + eij

γj . . . der Wechselwirkungsparameter hängt von Zeile i ab.
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Andere Varianten von Wechselwirkungstests

Milliken und Rasmuson’s Test
Ein Test, der auf der Stichprobenvarianz für jede Reihe basiert, wurde
von Milliken [9] vorgeschlagen. Die Zeilenvarianz wird berechnet als

s2i =
1

c− 1

c∑
j=1

(yij − ȳi.)2

mit E(s2i ) = σ2 + 1
c−1

∑c
j=1(βj + γij)

2. Wenn alle γijs 0 sind, dann

hat E(s2i ) den selben Wert für jede Zeile. Jeder Test auf die Gleichheit
der Varianz ist daher geeignet um das Vorhandensein der
Wechselwirkung zu testen.
Eine Diskussion und Modifikationen von Milliken’s Test findet man bei
Piepho [12]. In ähnlicher Weise verwendet die Methode von Kharrati
and Sadooghi [5] Untertabellen von Zeilen.

Simecek
Einen alternativen Ansatz findet man bei Simecek [13]. Hier wird ein
nicht - lineares Regressionsmodell an das Tukey Modell angepasst und
das wird gegen ein Untermodell mit einem Likelihood Ratio Test
geprüft.
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Eine alternative Methode um Wechselwirkungen
zu testen

In zweifaktoriellen Versuchen die auf dem Wechsel-
wirkungsmodell aufbauen, werden üblicherweise folgende
Restriktionen für die Wechselwirkung unterstellt:

αβ11 αβ21 αβ31 αβ41

αβ42 αβ12 αβ22 αβ32

αβ33 αβ43 αβ13 αβ23

αβ24 αβ34 αβ44 αβ14

∑a
i=1(αβ)ij = 0 ∀j j = 1, . . . , b∑b
j=1(αβ)ij = 0 ∀i i = 1, . . . , a

cb1 cb2 cb3 cb4

∑a
i=1(αβ)ik = 0 ∀k k = 1, . . . , c

c = Spaltenanzahl
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Konsequenzen dieser Restiktionen für die Block
Analyse

Durch Anwendung dieser zusätzlichen Restriktion auf das
Blockmodell können wir die Wechselwirkung vom Fehlerterm
trennen, indem wir den Mittelwert für jede Spalte k berechnen.

Wegen der folgenden Modellannahmen∑a
i=1 αi = 0,

∑b
j=1 βj = 0, und∑a

i=1(αβ)ik = 0 (innerhalb jeder Spalte k)

beinhaltet der Mittelwert jeder Spalte nur den Fehlerterm
zusätzlich zu µ.

Es folgt, dass die Abweichungsquadratsumme für Spalten

SScol = SSE = a

c∑
k=1

(x̄.k − x̄..)2

ein Maß für den Fehlervarianz ist.
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Berechnung der Abweichungs- und
Durchschnittsquadrate

Abweichungsquadratsummen

SSAB = SS∗
E − SSE SS∗

E = herkömmliche Fehlerschätzung

oder alternativ

SSAB = SST − SSA − SSB − SSE

Freiheitsgrade
dfE = c− 1 = b− 1

dfAB = dfT − dfA − dfB − dfE + 2 = (a− 2)(b− 1)

Durchschnittsquadrate

MSE =
SSE

dfE
MSAB =

SSAB

dfAB
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Wechselwirkung in beliebigen Blockversuchen

αβ11 αβ21 αβ31 αβ41 αβ51

αβ52 αβ32 αβ42 αβ12 αβ22

cb1 cb2

I Jeder der
”
Spaltenblöcke“ muss alle Stufen des Faktors

enthalten.

I Die Anzahl der Blockeffekte ist in jedem
”
Spaltenblock“

unterschiedlich – daher ist die Summe dieser Effekte nicht 0.

I MSE ist daher verzerrt und muss um diesen Effekt korrigiert
werden. Die Blockmittelwerte sind unverzerrte Schätzwerte
für jeden Blockeffekt. Anhand dieser können wir die Summen
der Spaltenblöcke korrigieren.
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Empirische Signifikanz des Haupteffekts in Abhängigkeit von der
Standardabweichung dieses Effekts für verschiedene unvollständige
Blockanlagen bei verschiedener Standardabweichung der
Wechselwirkung (σE = 1).
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Simulationsergebnisse für BIBD
Test der Haupteffekte (b = 22, k = 6, v = 12, r = 11, λ = 5) Struktur 1
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Empirische Signifikanz des Haupteffekts in Abhängigkeit von der
Standardabweichung dieses Effekts für verschiedene unvollständige
Blockanlagen bei verschiedener Standardabweichung der
Wechselwirkung (σE = 1).
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Simulationsergebnisse für BIBD
Test der Haupteffekte (b = 22, k = 6, v = 12, r = 11, λ = 5) Struktur 2

Design:
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WW-Blockdesign C=1
“ C=2

BIBD: σIA = 0
σIA = 1
σIA = 2

Empirische Signifikanz des Haupteffekts in Abhängigkeit von der
Standardabweichung dieses Effekts für verschiedene unvollständige
Blockanlagen bei verschiedener Standardabweichung der
Wechselwirkung (σE = 1).
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Ein erläuterndes Beispiel

Versuchsplan

α1 α2 α3 α4 Block 1

α2 α3 α4 α1 Block 2

α3 α4 α1 α2 Block 3

gemessene Werte

8 6 7 9

5 8 7 8

9 5 7 5

cb1 cb2 cb3

Faktorstufe 1 Faktorstufe 2

Faktorstufe 3 Faktorstufe 4

Mittelwerte

gesamt ¯̄x

7.0

Faktor x̄f
1 2 3 4

7.6 5.3 8.0 7.0

Block x̄b
1 2 3

7.5 7.0 6.50
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Berechnung der Spaltenblockmittelwerte x̄cbk

Die unkorrigierte Spaltenblocksummen enthalten bestimmte Blockeffekt
verschieden oft (z.B. enthält die Summe des erste Spaltenblocks cb1 2 ×
Blockeffekt 3, die Summe von cb2 enthält 2 × Blockeffekt 2, die Summe
von cb3 enthält 2 × Blockeffekt 1).

Berechnung der Blockeffekte

efb1 = x̄b1 − ¯̄x = 7.5− 7.0 = 0.5
efb2 = x̄b2 − ¯̄x = 7.0− 7.0 = 0.0
efb3 = x̄b3 − ¯̄x = 6.5− 7.0 =−0.5

Spaltenblock
1 2 3

unkorr. Summe 27 28 29
korr. Summe 27-(-0.5)=27.5 28-0=28.0 29-0.5=28.5
Mittelwerte 6.875 7.00 7.125
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Abweichungsquadratsummen, Freiheitsgrade

Abweichungsquadratsummen herkömmliche Blockanalage:

SST=24.0 SSF=12.6 SSE∗=9.3

Abweichungsquadratsummen Spaltenblock-Anlage:

SSE = nf

ncb∑
k=1

(x̄cbk − ¯̄x)2

= 4((6.875− 7.0)2 + (7.000− 7.0)2 + (7.125− 7.0)2)

= 0.125

SSWW = SSE∗ − SSE
= 9.3− 0.125 = 9.2083

Freiheitsgrade Spaltenblock-Anlage:

dfE = ncb − 1 = nb − 1 = 3− 1 = 2 (1)

dfWW = (nb − 1)(nf − 2) = (3− 1)(4− 2) = 4 (2)
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Varianzanalyse

herkömmliche Blockanlage
Effekt df SS MS F Prob

Faktor 3 12.6 4.2 2.71 0.1377
Block 2 2.0 1.0 0.64 0.5585
Fehler 6 9.3 1.5

Total 11 24.0

Blockanalyse mit Wechselwirkung
Effect df SS MS F Prob

Faktor 3 12.666 4.2222 67.55 0.0146
Block 2 2.000 1.0000 16.00 0.0588
Wechselwirkung 4 9.208 2.3021 36.83 0.0266
Error 2 0.125 0.0625

Total 11 24.000
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Zusammenfassung

I Es ist möglich Wechselwirkungen im linearen
Blockmodell zu testen.

I Es müssen keine ungewöhnlichen Annahmen im
Hinblick auf diese Wechselwirkung getroffen werden.
Die Restriktionen beziehen sich auf die Anordnung der
Plots und die Summe der Wechselwirkungen innerhalb
eines

”
Spaltenblocks“.

I Die Methode kann auf viele Arten von Blockanlagen
angewendet werden.

I Die Güte der Methode ist gut.

I Die Methode ist einfach anzuwenden und es können alle
gängigen Statistikpakete verwendet werden.
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